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RESUMO

Apesar de possibilitar aplicagdes no cotidiano, o estudo de Analise Combinatdria apresenta
grande dificuldade tanto para alunos do Ensino Médio quanto para professores. Por esta
razdo, a op¢do por um ensino superficial ¢ priorizada em detrimento a discussdo de
problemas mais elaborados e seus consequentes aprofundamentos. A permutagdo cadtica
(ou desarranjo), por exemplo, integra o estudo de Combinatéria e € pouco desenvolvida em
sala de aula. Este trabalho tem por objetivo relatar uma experiéncia realizada com alunos
dos primeiros periodos de um curso de licenciatura em Matematica, envolvendo

permutagdes caodticas.

Palavras chave: Ensino de Matematica; Analise Combinatdria; Permutacoes Caoticas.
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1. INTRODUCAO

O estudo de Analise Combinatdria originou-se com os jogos de azar. Tal ferramenta
nos possibilita ndo s6 escolher racionalmente melhores opgdes para resolver problemas do
cotidiano, mas também ¢ um instrumento fundamental na interpretacdo e no auxilio da
contagem de solucdes para problemas matematicos mais avancados.

A origem da Analise Combinatdria estd no jogo de azar, tais como lancamento de dados,
jogos de carta etc. Porém, muito tempo se passou para associar 0s jogos com um raciocinio
matematico. Quase todas as culturas primitivas praticavam algum tipo de jogo, mas
somente no século XVII houve um bom desenvolvimento do assunto, devido a necessidade
de se resolver problemas de contagem oriundos da teoria das probabilidades (BOYER,
1996; p.265).

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) destacam alguns motivos relevantes
sobre a importancia de se estudar Analise Combinatoria.

As habilidades de descrever e analisar um grande niimero de dados, realizar inferéncias e
fazer predigdes com base numa amostra de populagdo, aplicar as ideias de probabilidade e
combinatoria a fendmenos naturais ¢ do cotidiano sdo aplicacdes da Matematica em
questdes do mundo real que tiveram um crescimento muito grande ¢ se tornaram bastante
complexas. Técnicas e raciocinios estatisticos ¢ probabilisticos sdo, sem duvida,
instrumentos tanto das ciéncias da Natureza quanto das Ciéncias Humanas. Isto mostra
como sera importante uma cuidadosa abordagem dos conteudos de contagem, estatistica e
probabilidades no Ensino Médio... (BRASIL, 1998, p.257).

As matrizes de referéncia do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), por
exemplo, destacam algumas habilidades importantes como “Resolver situagdo-problema
cuja modelagem envolva conhecimentos algébricos.” e “Avaliar propostas de intervengdo
na realidade utilizando conhecimentos algébricos.”. Visto que tal exame, atualmente,
serve como instrumento para ingresso na maioria dos cursos de gradua¢do nas instituigdes
de ensinos superiores, torna-se fundamental um ensino de qualidade sobre tal assunto.

O principal objetivo do Enem ¢ avaliar o desempenho do aluno ao término da escolaridade
basica, para aferir desenvolvimento de competéncias fundamentais ao exercicio pleno da

cidadania. O Exame foi criado com a finalidade de uma modalidade alternativa ou

complementar aos exames de acesso aos cursos profissionalizantes p6s-médio e ao ensino
superior. (IBGE, 2011)

2. JUSTIFICATIVA

A maioria dos problemas de Analise Combinatdria desenvolvidos no Ensino Médio
consiste em contar elementos de um determinado conjunto finito que contemplem certas



condi¢des preestabelecidas. Como desde o Ensino Fundamental os alunos sdo apresentados
a situacdes semelhantes de contagem, nota-se claramente que o contato com a Analise
Combinatéria acontece bem antes da apresentagao formal que ocorre, geralmente, na
segunda série do Ensino Médio.

A procura por técnicas de contagem esta diretamente vinculada a histéria da Matematica e a
forma pela qual as pessoas tém seu primeiro contato com esta disciplina. A primeira técnica
matematica aprendida por uma crianga € “contar”, ou seja, enumerar os elementos de um
conjunto de forma a determinar quantos sdo os seus elementos. As operagdes aritméticas
sdo também motivadas (e aprendidas pelas criangas) através de sua aplicag@o a problemas
de contagem. (LIMA et al., 2006, p. 17).

O estudo de Combinatdria envolve ideias fundamentais para que os alunos possam
perceber e resolver aplicagdes praticas do cotidiano. Portanto, faz-se necessario um estudo
sobre as possiveis formas de se explorar tal assunto no Ensino Médio. Penso que
independente das diversas maneiras de apresentar e desenvolver tal assunto, é preciso
sempre conduzir o aluno a resolver multiplas situagdes problemas e ndo sistematizar os
conteidos em meras aplicagdes de férmulas que, em sua maioria, ndo sdo bem
compreendidas.

Aprender Matematica de uma forma contextualizada, integrada e relacionada a outros
conhecimentos traz em si o desenvolvimento de competéncias ¢ habilidades que sdo
essencialmente formadoras, a medida que instrumentalizam e estruturam o pensamento do
aluno, capacitando-o para compreender e interpretar situacdes para se apropriar de
linguagens especificas, argumentar, analisar e avaliar, tirar conclusdes proprias, tomar
decisdes, generalizar e para muitas outras agdes necessarias a sua formacdo. (BRASIL,
1997).

No ENEM, por exemplo, Combinatoria e Probabilidade sdo assuntos frequentes.
Dentre os aspectos diversos que podem ser cobrados nesse exame, destaca-se um tipo de
grupamento chamado permutacdo caotica. Tal grupamento ¢ raramente trabalhado no
Ensino Médio. Na pratica, quase nunca ¢ sequer comentado! Acredito que tal fato ¢
resultado da inseguranca ou desconhecimento do assunto pela maioria dos professores
atuantes.

A grande maioria dos profissionais de educagdo responsabiliza a falta de dominio de
contetido como o fator decisivo para gerar a dificuldade do ensino. O fato dos problemas de
contagem exigirem certa sagacidade ao interpretar as questdes faz com que os professores
se sintam intimidados perante problemas novos. Pode-se verificar que a dificuldade ndo
estd em compreender os conceitos basicos da Andlise Combinatoria, mas sim ao interpretar
questdes que, na sua maioria, apresentam informagdes que precisam ser minuciosamente
analisadas, apesar de facil e breve enunciacdo. (GONCALVES, 2014, p. 38)

A principal motivagdo para o desenvolvimento deste trabalho surgiu durante a
analise de uma questdo proposta no ENEM 2009 (ANEXO 1). O problema versava sobre
probabilidade e envolvia ideias relacionadas as permutagdes caoticas.



3. PROBLEMA

Na tentativa de verificar o comportamento de alunos dos periodos iniciais de um

curso de licenciatura em Matematica, foi proposta uma tarefa que consistia na resolugdo de

trés problemas correlatos que envolviam a no¢ao de permutagao cadtica:

a)

b)

c)

De quantos modos ¢ possivel reorganizar uma pilha de livros com trés livros, de
maneira que nenhum fique na posigao inicial?

(Enem adaptada / Prova cancelada 2009/ Questdo 79): Em um concurso realizado
em uma lanchonete, apresentavam-se ao consumidor quatro cartas voltadas para
baixo, em ordem aleatoria, diferenciadas pelos algarismos 0, 1, 2 e 5. O consumidor
selecionava uma nova ordem ainda com as cartas voltadas para baixo. Ao desvira-
las, verificava-se quais delas continham o algarismo na posi¢ao correta do niimero
12,50 que era o valor, em reais, do trio-promocao. Para cada algarismo na posi¢ado
acertada, ganhava-se um real de desconto. Por exemplo, se a segunda carta da
sequéncia escolhida pelo consumidor fosse 2 ¢ a terceira fosse 5, ele ganharia dois
reais de desconto. Determine o numero de sequéncias que podem ser formadas de
modo que o consumidor ndo ganhe nenhum desconto.

Em um vilarejo existem dez casas, todas pintadas de cores diferentes. Os moradores
desse vilarejo resolveram fazer um mutirdo para reformar todas as casas. No
momento em as casas estavam prontas para serem pintadas, eles decidiram que
nenhuma casa deveria ter sua cor de origem. Sabendo que os moradores dispunham
de dez cores distintas, sendo elas as cores originais das casas e que todas devem ser
utilizadas, de quantas maneiras € possivel repintar as casas do vilarejo?

4. OBJETIVOS

Dois objetivos permeiam o trabalho em questdo. O primeiro € discutir — no universo

de jovens que ingressaram no curso de licenciatura em Matematica no IFRJ - Paracambi —
quantos nunca tiveram contato com permutacdes caoticas durante o Ensino Médio, apesar
de tal assunto figurar entre os topicos a serem avaliados pelo ENEM, exame necessario
para o ingresso de tais alunos. O segundo seria refletir sobre o comportamento dos alunos
quando a eles fossem apresentados os problemas sobre permutagdes caodticas e
compreender as possiveis estratégias de solugao exploradas.



5. FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste topico, antes da demonstragcdo da formula de permutagdes cadticas, usaremos
algumas ferramentas — que também serdo demonstradas — como o principio da inclusao e
exclusdo (PIE). Tal assunto ¢ apresentado aos alunos quando estudam conjuntos.
Problemas envolvendo dois ou até trés conjuntos sdo frequentes no primeiro ano do Ensino
Meédio, quando diversas questdoes sdo exploradas através dos diagramas de Venn. O PIE
consiste em contar quantos elementos existem na unido de conjuntos ndo disjuntos. A
discussdo acerca do PIE para um numero de conjuntos igual ou superior a quatro
geralmente ndo ¢ feita durante o Ensino Médio.

Suponhamos que haja x elementos em um conjunto 4, k elementos em um conjunto
B e que 4 e B sejam conjuntos ndo disjuntos, isto ¢, n(Am B) =p.

A B

Considerando n(A) a quantidade de elementos pertencentes ao conjunto A, a

quantidade de elementos pertencentes a unido de 4 e B e dada por

n(dv B)=(x = p)+(p)+ (k- p)
n(AuB):x—p+p+k—p
nAUB)=x+k-p

n(4 v B) = n(4)+ n(B)- n(4 N B)

Fica claro perceber que, na tentativa de contar os elementos da unido de dois
conjuntos ndo disjuntos, ndo basta somar o total de elementos de um com o total de
elementos do outro. Tal operagdo contabiliza a intersec¢ao dos conjuntos duas vezes, por
isso entdo tal interseccdo € descontada uma vez. Portanto, para dois conjuntos, o principio
da inclusdo e exclusao se aplica da seguinte maneira:

n(Au B) = n(4)+ n(B)— n(An B)




5.1 Principio da inclusdo e exclusdo

SejamA4,, A,, A;, A,,..., A, conjuntos finitos e disjuntos. Entao,

n[’g A,.J = Zplln(Ai)— Sa(4na)r Sa(4nan4,)

i= I<i<j I<i< j<k

J
I<i< j<k<l

Comi, j, k1,..e N

p
~ Y4 ndnd nd ) (-1 Y n(A A, A, A, A 4,

Pelo que fora comentado acima, dados dois conjuntos 4 e B, ndo disjuntos, isto &,
(4nB)#{}, vale a seguinte afirmagio  n(4U B) = n(4)+ n(B)- n(4 N B).

Demonstraremos a seguir que o principio da inclusdo e exclusdo abrange também trés e

quatro conjuntos.

Dados trés conjuntos 4, B e C, ndo disjuntos:

n(4u BUC) = n(4)+ n(B)+ n(C)-[n(4~ B)+ n(BAC)+ n(4NC)]+ n(4 BN C)

Demonstracio:

n(4UBUC)=n((4U B)U B). Pelo principio da inclusio e da exclusdo para dois

conjuntos, temos:
n(4uBUC)=n(40 B)+n(C)-n((40B)NC)
= [n(4)+ n(B)- n(4n B)]+n(C)-n((4nC)u (BN C))

= [#(4)+ n(B)- n(4 B) ]+ n(C)~[n(AnC)+ n(BNC)-n(AnCBNC)]
=n(A4)+n(B)-n(4n B)+n(C)-n(4nC)-n(BNC)+n(AdnBNC)
n(4u B U C)=n(4)+n(B)+n(C)-[n(4nB)+n(BAC)+n(4nC)]+n(4nBAC)

Dados quatro conjuntos 4, B, C e D, nao disjuntos:
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n(4 U B U CuUD) =n(A)+ n(B)+ n(C )+ n(D)-[n(4 " B)+ n(4~C)+n(4 D)+ n(BnC)+
n(BAD)+n(CnD)]|+[n(AnBNC)+n(AnBNAD)+n(AnCAD)+
n(BACAD)]-n(AnBAC D)

Demonstracao:

n(A4uBuCuUD)=n((4uB)U (CuD))
=n(4U B)+n(C U D)-n((4v B)~ (C U D))
=n(4U B)+n(CuD)-n((4n(CuD))u(Bn(CuD)))
=n(4UB)+n(CuD)-n(((4nC)u (4N D)) ((BnC)u (Bn D)))
=n(4u B)+n(CuD)-[n((4nC)u (4N D))+n((BNC)u (B D))-
n((4nC)u (@ D))nn((BNC)u (B D)))]
=n(4UB) +n(CuD)-[n((4nC)u (4nD))+n((BnC)u (BND))-
n(((UnC)n (BN C))u((AnD)N(BNC)))u(((AnC)n (B D))o
(4n D)~ (8 D)))]
=n(4UB) +n(CuD)-[n((AnC)u (AnD))+n((BnC)u (BND))-
n((AnBAC)u(AnBACAD))u(AnBNCAD)U(4n BN D))]
=n(4u B)+ n(CUD)-[n((4nC)u (4N D))+n((BNC)u (BN D))-
n((4nBNC)u(UnBNCAD)U(A4NnBND)]
= n(A)+ n(B)-n(4n B)+ n(C)+ n(D)-n(C " D)~ [n(4~ C)+ n(4n D)~
n(AnCnA4nD)+n(BAC)+n(BAD)-n(BACABAD)-[n(4dnBAC)U
n((AnBACAD)U(AnBND))]
= n(4)+ n(B)+ n(C)+ n(D)-n(4n B)- n(C A D)~ n(4n C)-n(4n D)+
n(AdnCnD)-(BNC)-n(BAD)+n(BACAD)+ [n(AdnBNC)+
n((4nBnCAD)U(ANBAD))-n(AnBAC)n((AnBACAD)U
n(4nBnD))]
= n(4)+ n(B)+ n(C)+ n(D)-n(4n B)- n(C A D)~ n(4n C)-n(4n D)+
n(AdnCnD)-(BNC)-n(BAD)+n(BACAD)+n(AnBNC)+
n(AnBACAD)+n(AnBAD)-n((AnBNCAD)N(4n B~ D))-
n((AnBNC)nn(AnBNCAD))
= n(4)+ n(B)+ n(C)+ n(D)-n(4 B)- n(C " D)~ n(4n C)-n(4n D)+
n(AnCAD)-(BAC)-n(BAD)+n(BACAD)+n(AnBNC)+
n(AdnBACAD)+n(AdnBAD)-n(AdnBACAD)-n(dnBNCND)
n(4u B U C U D)= n(4d)+n(B)+n(C)+ n(D)-[n(4n B)+ n(4nC)+ n(4n D)+ n(BNC)+
n(BAD)+n(CAD)|+[n(AnBAC)+n(4n BN D)+ n(4nC D)+
n(BACnAD)]-n(4nBnCAD)
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O processo ¢ andlogo se pensarmos em cinco, seis, sete ou n conjuntos nao
disjuntos. Um questionamento pertinente ¢é: No uso do PIE, um determinado elemento I ndo
pode ser contado mais de uma vez? A resposta negativa a tal fato pode ser justificada pelo
argumento seguinte:

Considerando que x pertenca a todos os elementos A, A,, Ay, A,,... A,. Tal

elemento sera contado

»
Cl vezesem Y n(4,)

i=1

O

@)

C? vezes em Xn(A N A )
2 i i

I<i<j

o C?f vezesem in(zag N4, mAk)

1<i< j<k

C’; vezes em n(4 N4 NA, N...N A4 )

@)

Como x aparece em todos os conjuntos 4,, 4,, 4;, 4,,..., 4,, x € contado em

A4 VA, VA U...UA , exatamente, (Cf”1 —CP+CP—CP++(-1)"-CP )pvezes.

Se pensarmos no desenvolvimento do bindémio de Newton para (1—1), temos:
(1+(D)p =17 (=1)-CcP+177" - (=1) -CP +172 (=1 -CP +++10 - (=1)" - C?
0 1 2

P
07 =Cl=CP+Cl=Cl ++(=1)-C”

0=1-CP+Cl-Cl+-(-1y-C"

~1==Cr +Cl =Cl ++(-1)-C" |

Dividindo toda a expressdo por — 1 , temos:

cr—gr +(;p _.(_1)1’—1 .Cppzl

Sendo assim, fica demonstrado que o elemento x € contado uma Uinica vez na unido

dos conjuntos A,, Ay, A5, 4,5, 4,, sendo p € N.



5.2, Permutacoes caoticas

Seja um conjunto Q= { 1,2,3,..., n} Denominam-se caoticas todas as permutagdes

nas quais nenhum dos n elementos do conjunto €2 ocupa a posi¢do de origem. Se D, € o
numero de permutagdes caoticas de n elementos, entdo

1 1 1 (—1)”}
207 3! nl |

= {01 FTAS T TRk

Demonstracao:

Consideremos P o conjunto de todas as permutagdes possiveis do conjunto e @,0

conjunto das permutagdes de (2 em que o numero i ocupa a i-ésima posicao, i €Q . Sendo
assim o numero de permutagdes cadticas de (2 ¢ dado por:

D, :P_n((Pl Vo, Vs .U(Pn)

Para calcularmos o valor de n((p1 v, Ve, U U(Pn) usaremos o principio da inclusao

e exclusao.

Z (cp) L ((PNP)+ X ((PNP m<P) X ((PNP o m<l>)+

Lt 1 1<z<1 I<i<j<k 1<i<j<k<l

(— ™" nle, e, ey o, N, )
Calculando as parcelas dessa soma, temos:

S, = Z (©,)=n-(n=1)!=n!
S = Zn((p'm(pl)= Cn-2=2

’ I<i<j l ! : 2'
|
s= Tulong no)=cr-m-3p="
3 - i j K 3 31
ISi< j<k .
!
S = Zn(q) N NG N ): c" -(n—4)!:n—
! 1§i<j<k<li / g ! ! 4'

S =n(9 "o "o Ne NN )=C"-(n—n)!= n'_
n 1 2 3 4 n n n'

Fazendo as devidas substitui¢cdes temos:
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n(U(pszl—Sz+S3—S4+-+(—1) s,
i=1
f" n! n! nl oy 1!
Uop l=nl— _+_ — +++(-1
T e
Voltando ao problema inicial, temos:
Dn :P_n(q)l U(pz U(p3 U u(pn)
D,=P-nl Ug,
it
D =n!'- n!_n_!+”l_!_l’l_!+.+(_1)n_ln_!\
! 20 31 4 n!J
' nl oal '
D:n!—n!+&—L+L—'+(—1)”L
" 21 3! 4! n!
( 111 (—1)"w
D o=nl-|1-14+ ———+_— -4
21 31 4 n! )
YN S B LGV
\or 1t 2t 3t 4 n )

6. METODOLOGIA

Através da resolucdo de problemas muitos aspectos da Matematica sao
compreendidos, seja pelo desafio gerado por tal contato ou pela abrangéncia do assunto.
Tal metodologia ¢ responsavel pela discussdo de diversos temas relevantes no ensino de
Matematica.

Um dos aspectos fundamentais que rege as mudangas educacionais e estimula as diferentes
pesquisas em educagdo sdo o fato de se buscar desenvolver nos alunos a capacidade de
aprender a aprender. Nas diferentes etapas e areas da educacao percebe-se a necessidade de
que os alunos obtenham habilidades e estratégias que lhes proporcionem a apreensdo, por si
mesmos, de novos conhecimentos € nao apenas a obtencdo de conhecimentos prontos e
acabados que fazem parte da nossa cultura, ciéncia e sociedade. Uma das formas mais
acessiveis de proporcionar aos alunos que aprendam a aprender ¢ a utilizagdo da resolugao
de problemas como metodologia de ensino. (PINTO, 2011)

r

Chegar a conclusdes sem fundamentar o que se conclui ¢ uma total incoeréncia.
Portanto, se tornaria invidvel comentar sobre o ensino de permutagdes caoticas no Ensino
Meédio sem antes fazer consideragdes importantes acerca do contato de tal publico com o
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assunto. A partir do que preconiza Pdlya, sugerir a resolugdo de problemas aos alunos ¢
uma 6tima oportunidade de conduzi-los a generalizagdes.

Primeiro conjecture, depois prove — assim procede a descoberta na maioria dos casos.
Vocé deveria saber disto (pela sua propria experiéncia, se possivel) e deveria saber,
também, que o professor de Matematica tem excelentes oportunidades de mostrar o papel
da conjectura no processo de descoberta e assim imprimir em seus alunos uma atitude
mental fundamentalmente importante. (POLYA, 1987)

Baseando em tal argumento, a estratégia pensada para que os alunos pudessem ter
contato ou rever o assunto, foi distribuir um questionario, que nao exigisse identificacao
(ANEXO 2), para discentes que estivessem cursando os quatro primeiros periodos do curso
de licenciatura em Matematica do IFRJ-Paracambi, com alguns problemas envolvendo
permutacdes caoticas.

Os estudantes deveriam ter oportunidades frequentes para formular, tentar e solucionar
problemas desafiadores que requerem uma quantidade significativa de esfor¢o e deveriam,
entdo, ser encorajados a refletir sobre seus conhecimentos. Assim, solucionar problemas
ndo significa apenas resolvé-los, mas aplicar sobre eles uma reflexdo que estimule seu
modo de pensar, sua curiosidade e seus conhecimentos. (ROMANATTO, 2012, p. 302)

O primeiro dos problemas apresentados podia ser resolvido de maneira simples
(pela mera enumeragdo dos elementos, por exemplo), ¢ a medida que os proximos
exercicios fossem apresentados o grau de dificuldade aumentava. Tal gradagdo fica clara
quando se percebe o numero de elementos envolvidos em cada uma das situagdes. No
primeiro problema, trés elementos; no segundo, quatro elementos e no terceiro, dez
elementos. Além de, estatisticamente, ponderar o nivel de “afinidade” de certo grupo de
alunos com o assunto, o questiondrio tinha a clara intencdo de agucar a curiosidade dos
questionados e fazé-los, de certa forma, perceber que existia um certo padrdo entre os
problemas, nao citando em nenhum momento o termo permutacdes caoticas.

Assim, entendemos que na resolugio de problemas, os estudantes vao exercitar as suas mais
diversas capacidades intelectuais como também mobilizar estratégias das mais diversas
naturezas para encontrar a resposta, tais como: criatividade, intui¢do, imaginagdo,
iniciativa, autonomia, liberdade, estabelecimento de conexdes, experimentagdo, tentativa e
erro, utilizagdo de problemas conhecidos, interpretagdo dos resultados, etc. Enfim, é o que a
Matematica pode fazer pelo estudante e ndo o contrario. A resolugdo de problemas
relaciona uma Matematica mais intuitiva, mais experimental com a Matematica formal.
(ROMANATTO, 2012, p. 303)

15



7. CONCLUSOES

As conclusdes a seguir sdo embasadas em dados estatisticos das respostas para cada
um dos itens do questionario apresentado aos alunos.

7.1. Questio 1

De quantas maneiras ¢ possivel reorganizar uma pilha de livros com trés livros, de
maneira que nenhum fique na posi¢ao inicial?

Como j4 foi dito, as questdes foram pensadas com grau de dificuldade gradativo.

Entdo, a primeir{a lque§t50 lpodi:n%a ser facilmente resolvida enumerando os casos ou
fazendo D =3!" - + - '=

} k0_! 1 2! 3!J

Questao 1l
20
2 18
S
1}
S0
1]
E: 8
32
E 6
3 4
2
0 I
Ndo responderam Erraram usando Enumeraram os casos
ferramentas de
Combinatoria

Considero importante deixar claro que alguns alunos que apresentaram solucao
enumerando os casos o fizeram de maneira correta, porém nem todos. Ou seja, mesmo uma
questdo relativamente elementar, que poderia ser resolvida com simples métodos de
contagem, apresentou mais de 50% de erro. Conjecturamos que tal questdo revela um
aspecto muito recorrente tanto nos alunos quanto nos professores que trabalham com
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Andlise Combinatoria: a crenga de que a percepcdo sobre a solucdo correta de um
problema estd subordinada ao uso de alguma férmula apresentada durante um curso de
Andlise Combinatdria. A simples contagem utilizando-se algum tipo de representagdo por
enumeracao — apesar de bem natural e bastante utilizado nesse problema — foi ainda assim
superada pela busca de uma suposta “solugdo perfeita” com base na utilizagdo de formulas,
teoricamente, “bem fundamentadas e compreendidas”.

7.2. Questao 2

(Enem adaptada / Prova cancelada 2009/ Questao 79): Em um concurso realizado em uma
lanchonete, apresentavam-se ao consumidor quatro cartas voltadas para baixo, em ordem
aleatoria, diferenciadas pelos algarismos 0, 1, 2 e 5. O consumidor selecionava uma nova
ordem ainda com as cartas voltadas para baixo. Ao desvira-las, verificava-se quais delas
continham o algarismo na posi¢ao correta do nimero 12,50 que era o valor, em reais, do
trio-promogao. Para cada algarismo na posi¢ao acertada, ganhava-se um real de desconto.

Por exemplo, se a segunda carta da sequéncia escolhida pelo consumidor fosse 2 ¢ a
terceira fosse 5, ele ganharia dois reais de desconto. Determine o nimero de sequéncias
que podem ser formadas de modo que o consumidor ndo ganhe nenhum desconto.

Para solucdo de tal questdo se torna mais(ef;ausltivola opcao d‘e enumerar 0s casos,
entdo a melhor solugdo apresentada seria D =4!- - + - + =9

! |\0! TR 4!)

Questao 2
20
2 18
LBy
1}
S0
[:1] -
s
-
E c
& 4
2 -
0 1
Ndo responderam Erraram usando Enumeraram os casos
ferramentas de
Combinatoria
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Dentre os alunos que apresentaram solucdes erradas, uma solugdo muito presente
foi baseada no uso do principio da inclusdo-exclusdo: contar todas as possibilidades e
descontar as que ndo eram interessantes para o problema. Apesar do uso de tal método nao
ser equivocado (afinal de contas, o principio da inclusdo-exclusao ¢ utilizado em
permutagdes cadticas), o erro acontecia na maneira como eram realizados os supostos
descontos. Assim como ocorrera na questao 1, ¢ muito forte a tentativa do uso de férmulas
da Analise Combinatdria em detrimento a enumeracao direta das solugdes do problema.

7.3. Questao 3

Em um vilarejo existem dez casas, todas pintadas de cores diferentes. Os moradores desse
vilarejo resolveram fazer um mutirdo para reformar todas as casas. No momento em as
casas estavam prontas para serem pintadas, eles decidiram que nenhuma casa deveria ter
sua cor de origem. Sabendo que os moradores dispunham de dez cores distintas, sendo
elas as cores originais das casas ¢ que todas devem ser utilizadas, de quantas maneiras ¢é
possivel repintar as casas do vilarejo?

O processo de enumeragdo em tal questdo ¢ absolutamente invidvel. O problema

apresenta inte solugdo:
—10'?‘731 1+1—1+1—T+1—1+1—1+SF =1334961.

10 l‘0! o2t 3t 4t 5t 6! 7! 8! 9! 10!J

Questao 3
30
g 25
c
=
o 20
1]
-
% 15
-}
z
= 10 +
g
o 5
0 T T 1
Ndo responderam Erraram usando Enumeraram os casos
ferramentas de
Combinatoria
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A ultima questdo tinha o objetivo de mostrar quais alunos realmente conheciam as
permutacdes cadticas. O grafico acima nos diz que a maioria dos alunos sequer ouviu falar
do assunto, fato que pode ser comprovado pelo panorama de acertos € erros a seguir.

74. Panorama geral

Panorama de acertos e erros

40

35

30
25

M Acertaram

20

15 M Erraram ou ndo
responderam

10

Quantidade de alunos

Questdo 1 Questdo 2 Questdo 3

Esse panorama de acertos e erros € muito rico. Nos possibilita refletir sobre dois
aspectos interessantes no tocante as permutagdes caoticas. O primeiro refere-se a urgente
necessidade em se rediscutir o ensino de Anélise Combinatoria na Escola Basica. Sera que
¢ suficiente aos nossos alunos do Ensino Médio um contato tdo breve com a Analise
Combinatéria? Na maioria das vezes, alguns aspectos sobre contagem sdo somente
desenvolvidos em alunos do segundo ano do Ensino Médio e, mesmo assim, pelo que fora
percebido neste panorama, tal apresentagdo carece de uma percepcao para além de ideias e
formulas mal compreendidas. Uma possivel solu¢do alternativa para tal situacdo fosse,
talvez, a introducao de problemas de contagem — sem uso direto de formulas — pela simples
enumeracdo de elementos, a partir do sexto ano do Ensino Fundamental. Tal processo
poderia ser gradativamente desenvolvido até o terceiro ano do Ensino Médio, restando,
assim, tempo para amadurecimento e fundamentacdo de ideias, incluindo nesse processo as
permutacdes caoticas. Uma alternativa que procura contemplar tais ideias para o Ensino
Meédio ¢ encontrada na proposta de mudanga curricular de Matematica, sugerida pela
Sociedade Brasileira de Matematica (SBM) e que se encontra no ANEXO 3.
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O segundo aspecto interessante e muito mais preocupante, baseia-se no fato que tal andlise
fora feita com alunos dos quatro periodos iniciais da licenciatura em Matemadtica. Bem,
estes alunos, em tese, tem uma proximidade maior com a Matematica, posto que decidiram
fazer um curso de Licenciatura e, mesmo assim, mostram uma defasagem no tocante a
Anadlise Combinatoria. Um dos itens apresentados aos alunos no questionario do ANEXO
I, perguntava se estes haviam estudado Andlise Combinatoria no Ensino Médio.
Surpreendentemente, em torno de 35% deles relataram ndo terem estudado tal assunto
durante a Escola Basica. Como estes serdo os futuros professores que atuardo nos Ensinos
Fundamental e Médio, ¢ urgente a necessidade de um resgate e de uma proposta alternativa
a estes alunos em seus cursos de Licenciatura. Um olhar atento as matrizes curriculares se
faz urgente.

Creio que o mais importante ponto que este trabalho exibe & a certeza ¢ a
necessidade de nos reinventar sempre. Revisitar assuntos explorados em algum momento
de sua trajetdria académica ¢ fundamental. Envolver-se em assuntos novos ¢ vital para um
professor e, consequentemente, para seus alunos. Como disse Paulo Freire, “Estudar ndo é
um ato de consumir ideias, mas de cria-las e recrid-las”. Para além das analises
matematicas, o professor precisa a todo instante estar atento as suas agdes para um maior
éxito de sua missao de ensinar. Deve, sobretudo, manter-se firme em sua Unica certeza: que
educar ¢ um constante transformar-se.
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ANEXO 1

(ENEM/2009) Em um concurso realizado em uma lanchonete, apresentavam-se ao
consumidor quatro cartas voltadas para baixo, em ordem aleatoria, diferenciadas pelos
algarismos 0, 1, 2, ¢ 5. O consumidor selecionava uma nova ordem ainda com as cartas
voltadas para baixo. Ao desvira-las, verificava-se quais delas continham o algarismo na
posicdo correta dos algarismos do numero 12,50 que era o valor, em reais, do trio-
promogao. Para cada algarismo na posigdo acertada, ganhava-se R$1,00 de desconto. Por
exemplo, se a segunda carta da sequéncia escolhida pelo consumidor fosse 2 e a terceira
fosse 5, ele ganharia R$2,00 de desconto.

Qual a probabilidade de um consumidor ndo ganhar qualquer desconto?
A. 1/24 C. 13 E. 172

B. 3/24 D.
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ANEXO 2

Prezado colega do IFRJ-Paracambi

Com o intuito de auxiliar-me nas minhas pesquisas para o Trabalho de Conclusdo de Curso
(TCC) da Licenciatura em Matematica, solicito sua ajuda para responder as perguntas
abaixo. Vocé ndo precisa se identificar. Agrade¢o imensamente o auxilio.

Jefferson Aratijo dos Santos

1. Voceé estudou Analise Combinatoria em seu Ensino Médio?(
) Sim () Nao
2. Vocé cursou a maior parte de seu Ensino Médio em:
() Escola Publica () Escola Privada
3. Em que ano vocé concluiu seu Ensino Médio?
() De2010a2014 () De2005a2009 () Antes de 2005
4. Em que periodo vocé se encontra no curso de Licenciatura em Matematica?

() 1°periodo ( ) 2°periodo ( ) 3°periodo ( ) 4° periodo

Nos itens seguintes, procure apresentar justificativas as questdes mesmo que nao consiga
resolvé-las.

5. De quantas maneiras € possivel reorganizar uma pilha de livros com trés livros, de
maneira que nenhum fique na posi¢ao inicial?

6. Em um concurso realizado em uma lanchonete, apresentavam-se ao consumidor
quatro cartas voltadas para baixo, em ordem aleatoria, diferenciadas pelos algarismos 0, 1,
2 e 5. O consumidor selecionava uma nova ordem ainda com as cartas voltadas para baixo.
Ao desvira-las, verificava-se quais delas continham o algarismo na posicdo correta do
nimero 12,50 que era o valor, em reais, do trio-promogao. Para cada algarismo na posicao
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acertada, ganhava-se um real de desconto. Por exemplo, se a segunda carta da sequéncia
escolhida pelo consumidor fosse 2 ¢ a terceira fosse 5, ele ganharia dois reais de desconto.
Determine o numero de sequéncias que podem ser formadas de modo que o consumidor
nao ganhe nenhum desconto.

7. Em um vilarejo existem dez casas, todas pintadas de cores diferentes. Os moradores
desse vilarejo resolveram fazer um mutirdo para reformar todas as casas. No momento em
as casas estavam prontas para serem pintadas, eles decidiram que nenhuma casa deveria ter
sua cor de origem. Sabendo que os moradores dispunham de dez cores distintas, sendo elas
as cores originais das casas e que todas devem ser utilizadas, de quantas maneiras ¢
possivel repintar as casas do vilarejo?
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